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共形场论

共形场论即共形不变的量子场论。

一个二维欧式共形场论包含以下结构：

时空（Riemann曲面）、态（向量）、场（依赖于时空点的算子）
态场对应：有从态空间到场空间的单射

|𝜎⟩ ↦ 𝑉𝜎(𝑧)

相关函数：对态 𝜎𝑗 与时空点 𝑧𝑗 (𝑗 = 1, … , 𝑁)，有量

⟨
𝑁

∏
𝑗=1

𝑉𝜎𝑗
(𝑧𝑗)⟩ ∶= ⟨Ω|

𝑁
∏
𝑗=1

𝑉𝜎𝑗
(𝑧𝑗)|Ω⟩ ∈ ℂ

其中 |Ω⟩为真空态。
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共形场论

Virasoro代数：态空间有对称代数，其生成元 (𝐿𝑛)𝑛∈ℤ 满足

[𝐿𝑛, 𝐿𝑚] = (𝑛 − 𝑚)𝐿𝑛+𝑚 + 𝑐
12

(𝑛 − 1)𝑛(𝑛 + 1)𝛿𝑛+𝑚,0

其中 𝑐 ∈ ℂ称为该理论的中心荷。

假设 𝐿0 的谱有下界，

𝐿−1𝑉𝜎(𝑧) ∶= 𝑉𝐿−1𝜎(𝑧) = 𝜕𝑧𝑉𝜎(𝑧)

算子积展开：当 𝑧1 接近 𝑧2 时，在 𝑧2 处有展开

𝑉𝜎1
(𝑧1)𝑉𝜎2

(𝑧2) = ∑
𝜎

𝐶𝜎
𝜎1,𝜎2

(𝑧1, 𝑧2)𝑉𝜎(𝑧2)

其中 𝐶𝜎
𝜎1,𝜎2

是亚纯函数。
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代数刻画

共形场论的代数结构启发了顶点算子代数的概念：
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路径积分

给定：

时空：曲面 Σ
场：纤维丛 ℰ → Σ的截面 𝜙 ∶ Σ → ℰ
Lagrange量：泛函 𝑆 ∶ Γ(Σ, ℰ) → ℂ
可观测量：泛函 𝐹 ∶ Γ(Σ, ℰ) → ℂ

考虑路径积分：
⟨𝐹⟩ ∶= ∫

Γ(Σ,ℰ)
𝐹(𝜙) 𝑒−𝑆(𝜙) D𝜙

这提供了另一种理解相关函数的方式。
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例：Liouville共形场论

时空：闭 Riemann曲面 (Σ, 𝑔)
场：映射 𝜙 ∶ Σ → ℝ（即 ℰ为平凡丛 Σ × ℝ → Σ）
Lagrange量：Liouville泛函

𝑆(𝜙) = 1
4𝜋

∫
Σ

(|𝑑𝜙|2𝑔 + 𝑄𝐾𝑔𝜙 + 4𝜋𝜇𝑒𝛾𝜙) d𝑣𝑔

其中 𝛾 > 0，𝑄 = 𝛾/2 + 2/𝛾，𝜇 > 0，𝐾𝑔 为数量曲率。
可观测量：

𝐹(𝜙) =
𝑁

∏
𝑗=1

𝑒𝛼𝑗𝜙(𝑧𝑗)

其中 𝛼𝑗 ∈ ℂ，𝑧𝑗 ∈ Σ。
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Segal公理

想法：将曲面切成小块。

∫
𝜑∶𝒞→ℝ

( ∫
𝜙1∶Σ1→ℝ
𝜙1|𝒞=𝜑

𝐹1(𝜙1) 𝑒−𝑆Σ1(𝜙1) D𝜙1)( ∫
𝜙2∶Σ2→ℝ
𝜙2|𝒞=𝜑

𝐹2(𝜙2) 𝑒−𝑆Σ2(𝜙2) D𝜙2) D𝜑

= ∫
𝜙∶Σ→ℝ

𝐹1(𝜙|Σ1
) 𝐹2(𝜙|Σ2

) 𝑒−𝑆Σ(𝜙) D𝜙
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Segal公理

带 Dirichlet边界条件的路径积分

𝒜Σ(𝐹 , 𝜑1, … , 𝜑𝑚+𝑛) = ∫
𝜙∶Σ→ℝ
𝜙|𝒞𝑗=𝜑𝑗

𝐹(𝜙) 𝑒−𝑆Σ(𝜙) D𝜙

定义了幅算子 𝒜Σ(𝐹) ∶ ℋ⊗𝑚 → ℋ⊗𝑛 ，其中ℋ ∶= 𝐿2(𝑆1 → ℝ)。

粘曲面对应复合算子。
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Segal公理

共形不变性即幅算子 𝒜Σ 仅依赖于 Σ的共形结构。

确切地说，对 𝜔 ∈ 𝐶∞(Σ, ℝ)使得 𝜔|𝜕Σ = 0，有

𝒜Σ,𝑒𝜔𝑔 = 𝒜Σ,𝑔 exp ( 𝑐
96𝜋

∫
Σ

(|𝑑𝜔|2𝑔 + 2𝐾𝑔𝜔) d𝑣𝑔)

这里的射影项称为Weyl反常。

综上，共形场论可定义为 Riemann面的配边范畴到 Hilbert空间范畴的射
影函子。这启发了 Atiyah对拓扑量子场论的定义。
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态场对应

态空间即ℋ。

对 𝑆1 × [0, 1]上的内部点 𝑧，挖去以 𝑧为中心的小圆盘，考虑其幅算子

ℋ𝑧 ⊗ ℋ− → ℋ+

这等价于
ℋ𝑧 → End(ℋ)

此即态场对应。
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态场对应
对 0处的可观测量 𝐹（所谓局部场），其在单位圆盘 𝔻上的幅算子

𝒜𝔻(𝐹) ∶ ℂ → ℋ

等价于态
𝒜𝔻(𝐹)(1) ∈ ℋ

这也称为态场对应。特别地：

取 𝐹 = 1即得真空态 |Ω⟩。
可取 𝐹 = 𝑉𝛼(0) = 𝑒𝛼𝜙(0) 。
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Segal半群

扰动共形结构的方式之一是粘圆环：

由粘公理，只需研究圆环的幅算子。
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Segal半群

考虑复合下的半群

Hol(𝔻) = {𝑓 ∶ 𝔻 → 𝔻∘ 全纯单射, 𝑓(0) = 0}

对 𝑓 ∈ Hol(𝔻)，考虑圆环 𝔸𝑓 ∶= 𝔻 ∖ 𝑓(𝔻∘)及其幅算子 𝒜𝑓 ∶= 𝒜𝔸𝑓
，则

𝑓 ↦ 𝒜𝑓

给出了 Hol(𝔻)在ℋ上的射影表示。
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Virasoro代数

设全纯向量场
𝑣 = −

∞
∑
𝑛=0

𝑣𝑛𝑧𝑛+1𝜕𝑧

满足 Re( ̄𝑧𝑣(𝑧)) < 0 (𝑧 ∈ 𝜕𝔻)。对任意 𝑡 > 0，其流 𝑒−𝑡𝑣 ∈ Hol(𝔻)的幅算子

𝔸𝑒−𝑡𝑣 = 𝐶𝑒−𝑡H𝑣

（这里 𝐶依赖于 𝑡, 𝑣）有生成元

H𝑣 =
∞

∑
𝑛=0

𝑣𝑛𝐿𝑛 +共轭

此即 Virasoro代数在态空间ℋ上的作用。
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Virasoro代数

Hol(𝔻)的“Lie代数”的生成元

ℓ𝑛 = −𝑧𝑛+1𝜕𝑧

满足
[ℓ𝑛, ℓ𝑚] = (𝑛 − 𝑚)ℓ𝑛+𝑚

这称为Witt代数。

由于 𝑓 ↦ 𝒜𝑓 是射影表示，它等价于Witt代数的中心扩张的表示，即
Virasoro代数。
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共形自举

以 Liouville共形场论为例，Virasoro表示的最高权向量即单位圆盘上
𝑉𝛼(0) = 𝑒𝛼𝜙(0) 对应的态 Φ𝛼：

态空间有直积分分解

ℋ ≅ ∫
𝑄+𝑖ℝ+

𝒱𝛼 ⊗ 𝒱𝛼 d𝛼

其中 𝒱𝛼 为 Φ𝛼 生成的 Verma模。

谢雨潇 (巴黎萨克雷大学) 共形场论的 Segal公理化 2025年 7月 1日 16 / 17



共形自举

乘积 𝑉𝛼1
(𝑧)𝑉𝛼2

(0)对应的态为：

在直积分分解下展开即

𝑉𝛼1
(𝑧)𝑉𝛼2

(0) = ∑
𝜈

∫
𝑄+𝑖ℝ+

𝐶𝜈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼)𝑉𝛼(0) d𝛼

其中求和遍历 Verma模的基。此即算子积展开。
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